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0.1 Briicken zwischen Aussagen- und Pradikatenlogik

Zur Induktion iiber den Formelaufbau geniigt die Betrachtung der Falle

..in der Aussagenlogik ...zusétzlich in der Pradikatenlogik
GEI keine einzelnen Variablen
0 =p; Variable
0= Negation p=ty=1t Gleich'heit zwis'chen Termen
o =1 —0 TImplikation ¢ = R(tg,...,tn—1) n-stellige Relation
Y =V Universal-Quantor
Zur Induktion iiber einen X-Beweis ¢, ..., 0" "1 von ¢ geniigt die Betrachtung der Fille
...in der Aussagenlogik ‘ ... zusatzlich in der Pradikatenlogik
i ist Axi
v 15 Ao Vi ist Quantoren-Axiom
©; e

; = Vap,; fir j < i, Generalisierun
wj =@ — @; fiir j,1 <1, Modus Ponens v ¥ J ’ 8

Es folgt eine Ubersicht wichtiger Theoreme und Lemmata aus der Vorlesung Einfihrung in die mathematische
Logik bei A. Baudisch. Darin ist u stets eine aussagenlogische Formel, ¥ ist eine Menge von Aussagen, Xg
ist stets eine endliche Menge, und M ist wechselweise eine Belegung bzw. ein Modell (aufier in 6.5). Die

Méchtigkeit einer Sprache L ist |L| := { ‘;:z)‘ ‘Uégﬂsgtxo

6.5 F p =F 1., @)/p.. < Fiir ein fixiertes @ aus einem Modell M definiert man eine Belegung
Bara(ps) == { I N‘;:gis(g) . Fiir eine aussagenlogische Formel x zeigt man By, ,(x) =T < M F X__,,(a)/p;...-
Ist inbesondere y = p eine Tautologie folgt die Behauptung, weil B]*wﬁ(u) = T fiir beliebiges a.

6.9 YU {p}F () e E ¢ — (z) Deduktionstheorem fiirs Folgern| ¢ Definition von F bedenken.

32,71 YFp=XEp { Ein ME Y wird induktiv durch den 3-Beweis von ¢ gefiihrt.

1

74 Fp=Fp o p.. < Ineinem aussagenlogischen Beweis p ..., p™ =1 von p nimmt man in jedem

Schritt u_j”@, Ipi... Substitution vor. So erhélt man 1:1 einen priadikatenlogischen Beweis fiir p. o, /p,...-

3.3, 7.6 Y U{p}F ¢ = X F ¢ — ¢ Deduktionstheorem, Herbrand ¢ Ein ¥ U {p}-Beweis von ¢ wird

induktiv zu einem Y.-Beweis von ¢ — 1 modifiziert.

3.6, 781 YF pund ¥ F —p = X F ¢ fir alle v & Man benutze X U {—¢} F —=¢ und die Tautologie
(¢ = —p) = (¢ = ¥).

3.7, 7.8ii X U {-¢} inkonsistent = X F ¢ < Wegen 7.81 ¥ U {-¢} F ¢, danach benutze man 7.6 und
Modus Ponens mit der Tautologie (—p — ¢) — .

7.8iii X konsistent < alle ¥¢ C ¥ konsistent < =: Leicht. <=: Durch Widerspruch. Die YX-Beweise fiir
o und —¢ benutzen nur eine ¥y Formelmenge.

3.8 llstandi
3.8, 7.11 X konsistent = X erweiterbar zu volstandisen ¥* 5 ¥ Lindenbauml < Zu 3.8:

7.11 max. konsistenten
Aufzihlung aller Formeln ¢ ¢!, .. .; fiige zu XF jede Formel ¢ hinzu, die bisher erweitertes ¥ konsistent
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1i8t, ansonsten fiige —® hinzu. Zu 7.11: Definiere kanonische Halbordnung fiir die Menge A := {A : ¥ C
A konsistent}. Zeige fiir eine Kette X in A, da jede endliche Teilmenge von (J5.x A konsistent ist; mit

7.8iii folgt die Konsistenz von (Joc x A. Nach Zorn’s Lemma existiert in A ein maximales Element >+,

3.9, 8.3 X konsistent & IM mit M F X < «: Leicht durch Widerspruch. =: oBdA ¥ = ¥*. Zu 3.9:
Man definiert eine Belegung M (p) := {I sgrigt und fithrt M induktiv durch den Formelaufbau. Zu 8.3:
Prinzip &hnlich; man erweitere die Sprache L um eine Konstantenmenge C' (wobei |C| = |L]), so dafi C
Henkins-Erfiillungsmenge fiir ¥ ist. Es gibt dann ein Modell M, dessen Reprisentanten die Symbole aus C'

sind. Insbesondere 8.4 ¥ konsistent < IM mit M = ¥ und |M| < |L| Lowenheim-Skoleml

3.10, 8.5 Y F ¢ = X I p[Vollsténdigkeitssatz, G6del ¢, Aus ¥k o folgt M E X — M E . D.h. SU{~¢}
besitzt kein Modell (ist nicht erfiillbar), mit 8.3 ist ¥ U {—¢} also inkonsistent. Aus 7.8ii folgt X - ¢.

3.11, 8.6 dM mit M F ¥ & VX, C ¥ existiert M F ¥y EndlichkeitssatZ < =-: Leicht. <:

ME Y, MEY

| 8.3 8.3
Yo konsist. @ > konsist.

8.7 Vee NM E X und |[M| > c¢= VA > |L| existiert M = X und |M| = X Lowenheim-Skolem anfwartd
& Man erweitere die Sprache L um eine Konstantenmenge D = {d,, : & < A}. Mit 8.6 um ein M = XU{d, #
dg :a < 8 < A} bemithen und 8.4 verhilft zu |M| < X. Gleichheit folgt aus d, # dg.

11.1 Sei P(:,-) ein zweistelliges Pradikat. Das Pradikat Q(a) <> = P(a, a) ist nicht von der Form P(d/,-).
[Diagonallemma, Cantor] ¢, Angenommen Q(-) < P(d/, ), dann folgt P(a’,a’) < Q(a') < —~P(d’,d’).

11.% In der Sprache L mit der Signatur o(L) = (5,+,,0, <) und der Theorie T'= Abl(X) mit N C T
ist Thmy;, die Menge der beweisbaren Aussagen, nicht rekursiv. [Unvollstandigkeitssatz, Godel ¢ In einer
Aufzihlung aller Formeln ¢%(z), p!(2),... in einer Variable definiert man das zweistellige Pridikat
P(i,7) <5 N E gaij/z — Thmyg (Sub("¢'", 727, Num j5)) < Jp Prg('—gaij/;,p). Alle rekursiven Préadikate
sind von der Form P(i,-), also ist mit 11.1 =Thms(Sub(j, 27, Num 7)) nicht rekursiv. Insbesondere folgt,

dafl Thmsy nicht rekursiv ist.
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